Construcao da Matematica e formalizacao do numero natural

1. O numero

Os numeros sdo um dos dois objetos principais de que se ocupa a Matematica. O

outro € 0 espaco, junto com as figuras geométricas nele contidas.

Numeros sdo entes abstratos, desenvolvidos pelo homem como modelos, que

permitem contar e medir.
Os compéndios tradicionais dizem o seguinte:

"Numero é o resultado da comparacao entre uma grandeza e uma unidade. Se a
grandeza é discreta, essa comparagcao chama-se contagem e o resultado € um
numero inteiro; se a grandeza é continua, a comparacao chama-se uma medicdo

e o resultado € um numero real".

Nos padrbes atuais de rigor matematico, o trecho acima nao pode e ser
considerado como uma definicdo matematica, pois faz uso de idéias (como
grandeza, unidade, discreta, continua) e processos (como comparagao) de

significado n&do estabelecido.

2. O que é uma definicao matematica?

z

E uma convengado que consiste em usar um nome, ou uma sentenga breve,
para designar um objeto ou uma propriedade, cuja descricdo normalmente exigiria o

emprego de uma sentenca mais longa.

Por exemplo:



» Angulo é a figura formada por duas semi-retas que tém a mesma origem.

* Primos entre si sao dois ou mais nimeros naturais cujo unico divisor comum € a

unidade.

Na apresentacdo de uma teoria matematica, toda definicdo faz uso de termos
especificos, os quais foram definidos usando outros termos, e assim
sucessivamente. Este processo iterativo termina numa palavra, ou num conjunto
de palavras (de preferéncia dotadas de conotagdes intuitivas simples) que nao
sdo definidas, isto €, que sdo tomadas como representativas de conceitos

primitivos. Exemplos: ponto, reta, conjunto.
3. Termos primitivos e axiomas na Matematica

Para podermos empregar conceitos primitivos adequadamente, €& necessario
dispor de um conjunto de principios ou regras que disciplinem sua utilizacao e
estabelecam suas propriedades. Tais principios sdo chamados axiomas ou
postulados. Os conceitos primitivos sao objetos que ndo se definem e os

axiomas sao proposicées que nao se demonstram.

O meétodo axiomatico de construcao de uma teoria matematica consiste em:
* formular uma lista dos conceitos primitivos;

*enunciar 0s axiomas Nnecessarios;

*definir as demais nocoes;

*demonstrar afirmagdes e resultados seguintes.



4. Teoremas, lemas e corolarios

As proposicies a serem demonstradas’ chamam-se teoremas e suas
consequéncias imediatas sdo denominadas corolarios. Uma proposicao auxiliar,

usada na demonstracao de um teorema, € chamada um lema.

3. O Conjunto dos Numeros Naturais

Lentamente, a medida que se civilizava, a humanidade apoderou-se desse
modelo abstrato de contagem (um, dois, trés, quatro,...) que sdao 0s numeros

naturais.

Na histéria da matematica, a nogao intuitiva de nimero, nascida da contagem
foi evoluindo até tornar-se uma construcéo teérica, desenvolvida com o método

axiomatico.

Podemos, hoje, descrever concisa e precisamente o conjunto N dos numeros
naturais, partindo dos conceitos primitivos de “nimero” e de “sucessor” e valendo-
nos dos axiomas formulados pelo matematico italiano Giuseppe Peano?, no limiar

do século 20.
A teoria dos numeros naturais

N ={1, 2, 3, ...} € um conjunto, cujos elementos sdo chamados numeros naturais. A

esséncia da caracterizagao de N reside na palavra "sucessor".

' Se vocé quiser saber mais sobre o assunto, veja em:
http://pt.wikipedia.org/wiki/Prova por constru%C3%A7%C3%A30 ou em Texto Prova

% Se vocé quiser saber mais sobre o assunto, veja em:
http://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero natural#A hist.C3.B3ria dos n.C3.BAmeros naturais e
0 _estado do zero ou em Texto Numero Natural Wilkipedia




Intuitivamente, quando n e 1’ pertencem a N, dizer que n' é o sucessor de n
significa que n' vem logo depois de n, ndo havendo outros nimeros naturais

entre eles.

Neste texto, adotamos N = {1, 2, 3...}. Vocé podera encontrar em outros textos uma

versdaoparaN={0,1,2, 3, ...}):

Axiomas de Peano.
a) Todo numero natural tem um Unico sucessor;
b) Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes;

c) Existe um Unico numero natural, chamado um e representado pelo simbolo 1,

gue nao é sucessor de nenhum outro;

d) Seja X um conjunto de numeros naturais Se 1 pertence a X e se, além disso, o

sucessor de todo elemento de X ainda pertence a X, entdo X = N.

Do ultimo postulado, vem o Principio da Inducdo, um método de demonstracdes

de proposicoes a respeito dos nimero naturais:
A proposicao P(n) é valida para todos os numeros naturais n, se:

1) P(1) é vélida
2) Se P(n) é valida entao P(n+1) é valida.

Esta ultima condicao quer dizer que:
se, supondo que, a proposicao vale para um natural n,

for possivel mostrar, usando esta hipétese ,



que ela é valida para o sucessor de n, n+1,
entao certamente ela é valida para todos os nimeros naturais.

A hipétese P(n) é valida, denomina-se Hipdtese de Inducao.

Todas as definicbes sobre numeros naturais partem destes axiomas e todas
proposicbes podem ser demonstradas como consequéncia deles, tornando-se

afirmacoes.

E essencial que vocé assista os videos que mostram aplicacdes do Principio
da Inducgao:
Video 1: inducao e soma de inteiros

Video 2: inducao e soma de uma progressao geomeétrica

Definicoes
Operacao de adicao

A operacao de adicdo, nos numeros naturais, € definida a partir da idéia de

sucessor.
E definido um simbolo + para expressar o sucessor de um niimero.
2éosucessorde 1,2 =1+1;

3 é o sucessorde 2, 3 = 2+1;

4 € o sucessor de 3, 4 = 3+1;

Formalmente: se a € N, a+1 é o sucessor de a

Adicao

Operacéao que faz corresponder aos numeros m, n e N a soma m+n.



Simbolo: “+*
Elementos: parcelas

Resultado da adi¢do: soma.

A soma m+n é o numero natural que se obtém a partir de m aplicando-se n

vezes seguidas a operacao de tomar o sucessor.

m+n= (((m+1) +1) +1) +1......+1) , operado n vezes.

Propriedades:
A adicao + em N, é uma operacao:
1). fechada
Para todos os elementos a, b€ N, a + hEN
1) univoca
Sea=a'eb=bentdoa+b=a +0b.
De outro modo:se a = b entdo @ + c = 4 + c.
2) comutativa
A ordem das parcelas nao alteraoresultado a + b =b + a
3) associativa,
As parcelas, a, b, ¢ podem ser agrupadas de modos diferentes

(a+b)+c=a+(b+c)



Multiplicacao

Operacéo que faz corresponder aos niumeros m,n < N o produto m.n.

Simbolos: “x“ ou “.”.
Eementos: fatores

Resultado da multiplicacédo: produto.

mxmn= n+n+..+n ,operado m vezes.

Propriedades
A multiplicacdo em N é uma operagao:
1) fechada
Para todos os elementos a, b€ N,ab € N
2) univoca
Sea=a’'eb=bentao a.b=a’.b.
De outro modo: se a = b entdo a.c = b.c

3) comutativa,

A ordem dos fatores nao altera o resultado: a b = b a

4) associativa,



Os fatores podem ser agrupados de modos diferentes
(ab)c=a(bc)
1) com a propriedade do elemento neutro,
O produto do numero 1 por qualquer fator, ndo altera seu valor 1.a = a
Consequentemente: m = 1m
m+m=1m+ 1m=2m; 3m+ 5m = 8m, etc.

A operacdo de multiplicagdo possui a propriedade distributiva com

relagéo a adicao:
c(@+b)= ca +cbh.

E essencial que vocé veja o modelo geométrico das propriedades da

multiplicacédo e adicdo na Apresentacao: operacoes em N.

Operacao de subtracao

Operacéo que faz corresponder aos numeros m,n < N adiferenca m -n
Simbolo: “-*

Elementos da subtracdo: minuendo m e subtraendo n

Resultado da subtracao: resto ou diferenca.

m-n=pseesdése m=p+n



A operagao de subtracdo ndo é fechada em N, pois existem muitos pares de

numeros m, ntais que m - 1. nao € um numero natural.

Para estabelecer as condicdes em que m - n € numero natural, define-se uma

relacdo de ordem em N.

Relacao de Ordem Estrita

Dados m, n e N, diz-se que m é menor do que n., e escreve-se M < n

se e sO se

existe um p e N talque n =m + p.

A relacdo m < n tem as seguintes propriedades:

1) Se m<ne n < pentdo m <p.
2) Dados m, n, vale uma, e somente uma, das alternativas:
m=mn, m<mnouzu<im

3) Se m < nentdo, para qualquer p,tem-se m+p < n +pe mp< np

Poderiamos ter uma definicdo para ordem nao estrita, a relagéao <, “menor ou

igual a”.
Definindo um novo conjunto que amplia N

A constacado mais critica a respeito do nao fechamento da subtragdo em N, diz
respeito a subtragéo n - n.

A intuicdo diz que n-n é “nada”.



Mas, considerando em N = {1, 2, 3, ..} , ndo existe um numero natural ¢
correspondente a n - ntalque mn - n = ¢, pois, neste caso, teriamos n+c = n
0 que contraria a definicdo de adicdo: a soma de n+c consiste em encontrar o

sucessor de n, um nimero c de vezes.

Para contemplar esta falta, é preciso definir um novo nimero e inclui-lo em N.

Define-se o numero Zero, com simbolo 0.

Para qualquer n natural, n-n=o0

Consequéncia:
Sabe-sequen-n=0 seesbésee 0+ n=n.

Deste modo, o numero 0 é elemento neutro da adicéo e € Unico.
CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS Z ,

Reunindo os naturais com o zero, definimos um novo conjunto, denominado,

conjunto dos inteiros (ndo negativos, pois ainda nao definimos os negativos).

Adotamos a seguinte notacdo: Z ,={0,1,2, 3,4, ...}
( A notagédo Z, lembra que ainda nao foram definidos os nimeros negativos)

Neste conjunto sao validas todas operacdes definidas em N com todas as suas
propriedades: associativa e comutativa da multiplicacdo e da adicao; distributiva;

elemento neutro da multiplicacao.

Em Z,, a adicdo também tem a propriedade do elemento neutro:



para qualquer inteiron € Z,, n + o =n
Operacao de divisao
Operacéao que faz corresponder aos numeros m, ne Z,, 0 quociente m : n.

Simbolo

Elementos da divisdo m : 1 : m o dividendo e 7 o divisor.

Resultado da divisdo: quociente.

m:n=pseesdose m=p.n

A operagédo de divisdo nao € fechada em Z,, pois existem muitos pares de

nameros m, ntais que m : nndo é um numero inteiro.

Para verificar em que condigées m : 1 € numero inteiro, define-se a relagao de

“ser multiplo” ou “ser divisor”.
Seguiremos a estudar a divisdo, no Médulo Il, guando definiremos “fracao”.

Para ter uma idéia de como se desenvolvem as provas de algumas

propriedades dos numeros, é essencial que vocé acompanhe a Apresentacao

: demonstracoesem Ne Z+ .

Observacao: Vocé vai encontrar autores que, em lugar de apontarem a
subtracédo e a divisdo como operacbdes nao fechadas, nos inteiros, afirmam
que sao operacdes ndo definidas, neste conjunto, pois uma operacao s6 se

define com a propriedade do fechamento. Optamos aqui por seguir a



orientacdo de Caraca (1998) que desenvolve o0s conjuntos numeéricos
enfatizando a busca do fechamento das operacoes.

Algoritmos das operacoes com numeros inteiros

Os algoritmos usuais, praticados na escola, para as quatro operagcdes com

numeros naturais, baseiam-se no sistema numérico decimal.

Todo nimero natural pode ser decomposto em poténcias de 10 (10°=1, 10'=10,
102 = 100, 10° = 1000, etc) e é composto por digitos de 0 a 9, posicionados de

tal forma que a cada posicéo corresponde a uma ordem de grandeza:
9321 =9x1000 + 3 x 100 + 2 x 10 + 1.

Todas as operacdes com naturais podem ser resolvidas com a decomposicao

dos numeros.

Por exemplo, para calcular 14 x 7, uma das maneiras de operar consiste em

decompor o nimero: 10x7 +4 x7.

As técnicas operatérias usualmente ensinadas na escola apdiam-se nas

regras do sistema de numeracao decimal e na decomposicao dos nimeros.

Nao vamos tratar aqui, explicitamente, destes algoritmos, mas vocé pode
procurar detalhes neste endereco:
http://educar.sc.usp.br/matematica/matematica.html

GLOSSARIO

Axioma



Conceito primitivo

Corolario

Demonstracéo

Lema

Operacao

Postulado

Principio da Inducao

Se e somente se

Teorema
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