Construcao dos numeros racionais,

Numeros fracionarios e operacées com fracées

O numero racional pode ser definido a partir da aritmética — fechamento da
operacao de divisdo entre inteiros — ou partir da geometria - medidas de
segementos . Neste texto, optamos pela abordagem aritmética

Divisao entre numeros inteiros

Como ja vimos, a operacdo de divisdo é definida para numeros inteiros do

seguinte modo:

m:n =pseeséose m=n.p,comn#0

Nos inteiros, divisdo ndo tem a propriedade fechamento, pois o quociente m:n é

inteiro se e sé se m é multiplo de ne n#0.

Multiplo e divisor de um numero:

Paraa, b€ Z+
1) m é multiplo de nse e sb se existe um inteiro p, tal que m = p.b

2) n é divisor de m se existe um inteiro p, talque m:n=p

Existem propriedades para os numeros multiplos e para a divisdo:

Param, n€ Z+



—

m é multiplo de 1 e multiplo dele mesmo, se n&o for nulo.
1 € divisor de todos 0s numeros inteiros.
0 n&o divide numero algum

0 é multiplo de todos os numeros nao nulos.

o &~ 0D

Para cada divisdo m : n, com n #0, existe uma familia infinita de divisdes
que tém o mesmo quociente. Estas divisbes sdo equivalentes e sdo obtidas
combinando pares de multiplos e pares de divisores de m e n, isto é, dados m,
n#0e p#0, m:n=pm:pn

6. Paracadam, n#0, m: n=0se e sé se m=_0.

E essencial que vocé estude as demonstracdes destas propriedades, em
Apresentacao: multiplos e divisores.

Fracao, numero fracionario, reprentacao fracionaria

Para completar a operacao de divisdo, define-se um novo conjunto numérico, o

conjunto dos racionais: Q+

Para isto, amplia-se o conjunto dos inteiros, incluindo todo os quocientes m : n de

numeros inteiros, desde que n# 0.

Neste caso, define-se um simbolo para representar o resultado da divisdo de dois

inteiros quaiquer men, n#0, m:n= —
n

P m . ~ . . , .
A este simbolo — denomina-se fracdo ou numero fracionario.
n



Definicao de numero racional

Chama-se numero racional a um numero que pode ser representado da

m . .
forma —, com me ninteiros e n=0.
n

O conjunto dos numeros racionais inclui todos os numeros resultantes da

divisao de inteiros.

O+={ﬂ taisque m,n € Ze n #0}

n

~ m , ~ p .
Afracdo — € uma forma de representacdo do numero racional.
n

O numero racional admite diferentes formas de representacdo: representacao
fracionaria ( fracdo ou numero fracionario), representacdo decimal (numero

decimal) ou representacao porcentual ( numero porcentual ).

Definicoes e operacoes com fracoes

. . ..oom m.p ~ . . .
Em partlcular, OS racionais T =m e —— Ssao Intelros e racionais.
e

Isto é, conjunto dos inteiros esta contido no conjunto dos racionais.

Exemplos de nimeros racionais fracionarios:
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Existem quocientes que sdo equivalentes:

Sem,n,p#0, m:n=pm:pn.

m  pm

Estes quocientes determinam fracoes equivalentes:

n  pn

Dado um racional qualquer =, todo racional da forma Z= ,com p#0 ,é igual a =
n Bnn 7

Uma fragdo = pode ser representada por uma fracéo irredutivel equivalente,
n

através de  divisbes sucessivas de ambos 0s numeros, numerador €
denominador, pelos seus divisores comuns ou, mais rapidamente, dividindo pelo
maior divisor comum entre os dois numeros. Numa fracao irredutivel, o numerador

e 0 denominador sdo numeros primos entre si.

Exemplos de fracdes equivalentes e fragdes irredutiveis:

2 a
_=_=2

1 4

4 .4_1
2 24 2
10 1.10 1
50 510 5
[+ 2.3 2
21 7.3 7

Numero primo



Um inteiro p, ndo nulo, € um numero primo se admite dois e apenas dois

divisores: 1 e ele mesmo p.

Exemplos: 2; 3; 5; 23.

O numero 1 n&o é considerado primo, pois s6 tem um divisor, ele mesmo.

Primos entre si

Dois inteiros p e g sd0 nhumeros primos entre si se o Unico divisor comum

entre eles é 1.

Exemplos de numeros primos entre si estdo nas fragdes irredutiveis acima:

1e2;1e5;9e16;9e25

A seguir, definimos as operagdes com racionais :

As justificativas das operagcdes encontram-se na Apresentacao : definicoes e

z

justificativas das operacoes com racionais. E essencial que vocé estude

este material.



Nas definicbes, m, n, p, g e outras simbologias dizem respeito a numeros

inteiros. Sempre que os simbolos estiverem representando denominadores

das fracOes, esta implicito que € um namero nao nulo.

Quando quisermos representar um racional com uma unica letra, isto ficara

claro.
Adicao
Definigdo
™ n m.
s e
p2) p.q q.p
Subtracao
mn_ma
p @ pg qp

Relacao de equivaléncia

Suponha duas fracdes irredutiveis: —e

|3
4R

ne

1=

Define-se

v q

se e sO se

m.q np Mm.g-np

q.p

. m - . n
e diz-se que — é uma fracdo equivalente a —
v q



m

P q

Por exemplo, para comparar 3/6 com 1/2:

3.2=6¢e 6.1=61ogo 3/6 =1/2.

Relacao de ordem

~ . , . m n
Suponha duas fracdes irredutiveis: —e — .
P a

. m o n , m n
Define-se —>-seesbése —-— >0.
P a P q

Isto significa:

m n n.q ny  mg—np
—-—=—— —=—>0
r 4 v.q q.p q.p

O que equivale a dizer : > >— seesbsemqg>np
q

Por exemplo, para comparar 3/7 com 4/9:

3.9=27e4.7=28logo 4/9 > 3/7.

Multiplicacao

ﬂ 7
—=— seesdsemg=np



Definigao

Divisao
Define-se a divisao a partir desta nogéao de oposto multiplicativo.
Sabe-se que, nos numeros inteiros (ndo nulos) que a:a=1

Pelo principio da permanéncia (as regras validas nos inteiros devem permanecer

validas no novo conjunto), tem-se que: nﬂ : % =1(1)
Sabe-se que, nos racionais, %i =1 (2)
Pode-se igualar (1) e (2):
m.m_mn _4
mn ) mn B ']‘1. " B
Por coeréncia, define-se divisao:
m.n _mg
p @ np

Propriedades das operacoes

Todas as propriedades das operagdes com inteiros sao validas neste novo

conjunto numérico:



a) Leis comutativas e associativas da adicao e da multiplicagcéo;
b) Lei distributiva da multiplicacdo com relagéo a adicao
C) Existéncia dos elementos neutros da adicao (0) e da multiplicacao (1);

Neste conjunto, existe uma nova propriedade:

d) Propriedade do Elemento Inverso da Multiplicacdo
Para cada racional

= . , . T g n
. nao nulo, existe um e s6 um elemento inverso multiplicativo — tal
72 ™

que

s 13

E facil ver, pela regra da multiplicacéo, que:

BF

A propriedade da existéncia do elemento oposto (ou simétrico) aditivo sera
apresentada mais tarde, quando definirmos os nimeros negativos.
Reforcamos as Leis do Cancelamento da adicdo e da multiplicagédo, que ja foram

demonstradas no conjunto dos inteiros:

e) Lei do Cancelamento para Adicéo
Se x,y e z representam numeros racionais

Sex+y=x+zentdoy=z
f)Lei do Cancelamento para Multiplicacao
Se x,y e z representam numeros racionais, ndao nulos,

Sexy=xzentdoy=2z



A seguir tratamos da potenciacao.

Todas as propriedades apresentadas neste texto sdo justificadas, na

Apresentacio: definicdes e propriedades das poténcias. E essencial que

vocé estude o material desta apresentacao.

POTENCIAGCAO

Neste modulo, vamos restringir-nos a definicoes de potenciacdo com expoente

inteiro, positivo, e base fracionaria.

Este assunto vai ser plenamente desenvolvido quando tratarmos do conjunto

dos reais completo, incluindo reais negativos.
Definicao

A potenciagao é a operagao que faz corresponder ao humero racional a (nao
nulo) e ao numero inteiro positivo n, a poténcia a".

Define-se a poténcia a"” como o produto de n fatores iguais a a:
a"=a.a.a..a , nvezes.
Base: a>0 racional

Expoente: n >0 inteiro

Propriedades da Potenciacao

Considerando a base como um racional nao nulo



e 0 expoente como um inteiro positivo

12 propriedade: Uma multiplicacdo de poténcias de mesma base pode ser

transformada em uma sé poténcia.

Conservamos a base e somamos os expoentes.

22 propriedade: Um quociente de poténcias de mesma base pode ser

transformado em uma sé poténcia.

Conservamos a base e subtraimos os expoentes.

n-m

a"/a= a

32 propriedade: Um produto elevado a um expoente pode ser transformado

num produto de poténcias, com 0 mesmo expoente.

Conservamos o expoente, multiplicamos duas poténcias com o mesmo

expoentes.

(a.b)"=a"b"



42 propriedade: Uma poténcia elevada a outra poténcia pode ser transformada

em uma unica poténcia.

Conservamos a base e multiplicamos os expoentes.

(an)m =anm

82 propriedade: Base fracionaria a = p/q, q#0.

Em uma fracao elevada a um expoente, podemos elevar cada nimero a esse

expoente.

(1/9)"=1/4"

(pq)"=p"/q"

ESTUDANDO AS OPCOES PARA INCLUSAO DO ZERO:

a’=1

0"=0

0° é uma indeterminacéo



RADICIACAO

Define-se raiz n de x, para x racional positivo, como operag¢ao inversa da

poténcia.
"x=yseesosey’=x
n>0 inteiro
x>0 racional
Exemplos

V8 =2 pois 2°=8
°\1/32 = 1/2 pois (1/2)° = 1/32
92 propriedade: Expoente fracionario

Em um numero racional positivo qualquer, elevado a um expoente fracionario,
podemos elevar o nimero com expoente igual ao numerador e tirar a raiz com

indice igual ao denominador.

X m/n =n\/xrn



n\/X=X1/n

Exemplos
5 2/3 — 3\/ 52
V25=25"%=5

Como consequéncia desta propriedade, temos:

Nx ™y =™ (xy)

A potenciagdo € operagcao fechada nos inteiros positivos, pois decorre da

multiplicagdo, mas quando extendida aos numeros racionais deixa de ser.
Mas radiciacao nao é fechada nos inteiros e tampouco nos racionais.

Mostraremos logo mais que raiz quadrada de 2 ndo € um numero racional. Na

verdade qualquer raiz ndo exata de positivos gera um namero irracional.
Exemplos: ¥ 2; \ 3;V 6:\ 7:N 8:4 10; N 11; ... sdo nimeros irracionais.

\ 4:N 9:4 16;\ 25;... e as demais raizes exatas, sdo inteiros e racionais
Quando incluirmos os nimeros negativos, veremos o problema das raizes:
N -4;N-9; - 16;- 25;...

No mddulo que trata dos Numeros Reais Relativos, voltaremos ao tema das

poténcias.



Fracao

Formas de representacdo

Potenciacéo

Radiciacéo

Este texto foi fundamentado em:

CARACA, Bento de Jesus. Conceitos Fundamentais de Matematica. Lisboa:
Gradiva, 1998, paginas 35 a 45, trecho do capitulo 2:1 — A construgdo do
campo racional.



