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No texto a seguir fazemos uma breve introdugdo ao conceito de

numero irracional. Na sua maior parte o texto serd aessivel a dunos da Ultima
série do primeiro grau. As duas Ultimas se¢les talvez requeiram um pouco mais
de maturidade enbora ndo exijam nenhum conhecimento prévio adicional. Para
simplificar a exposicdo nos restringiremos a hdmeros positivos. A extensdo dos
fatos abordados ao contexto geral de nimeros positivos, negativos e 0 ndo requer
nenhumadificuldade adicional.
Pode-se imaginar que aidéa de nimero inteiro positivo tenha surgido num
estagio primario da dvilizag®, juntamente cm a hecesidade da prética da
contagem. Por exemplo, era necessirio a um pastor saber contar de algum modo o
ndmero de animais no seu rebanho. A maneira de representar o resultado dessa
contagem era no inicio bastante diferente da que usamos agora e éprovavel que
no comeqQo cada pessoa tivesse sua maneira propria de fazé-lo. Contar significa
estabelecer um mpdo & mparar quantidades de dementos de @njuntos
digtintos. Por exemplo, a quantidade de pedrinhas em um saco com a quantidade
de aiimais num rebanho, ou a quantidade de alimentos conseguidas em uma
cacala ou em colheita c™m a quantidade de membros da tribo. Também ndo é
dificil imaginar que a ideia de fragé tenha surgido ma evolucéo da civilizac®
humana, primeiramente e de forma mais elementar, com a ocorréncia usual da
necessidade de um determinado grupo ce pessoas partilhar um ou mais bens de
propriedade cmum entre seus membros. E num estagio mais avangado, dentre
outras motivagdes possiveis, com a necessidade de as pesas trocarem entre s
bens de tipos distintos. Por exemplo, um pastor desga trocar com um agricultor
peles de caneiro por sacos de milho numarazéo de 3 peles de caneiro para cala
grupo ce 7 sacs de milho. Por outro lado, aidéia de um “ndmero” que ndo sga
nem inteiro nem fracd® é, em principio, muito menos natural que adaqueles e
surge num estagio muito mais avangado da civilizaggo com a necessidade da
prética da medic¢do. Por exemplo, medir as dimensBes ou a areade um terreno,
comparar as distancias entre pares de portos distintos, etc. Procuraremos, a
seguir, mostrar as propriedades bésicas destes nimeros “estranhcs” em contraste
com as propriedades, namaior parte j& bem conheddas, dagueles mais intuitivos,
osinteiros e as fragdes.



1. BASE DECIMAL; DIiZIMAS

Os nUmeros reais pasitivos podem ser representados no sistema dedmal por uma
seqiiéncia de dgarismos — elementos do conjurto {0, 1, 2,3,4, 5,6, 7, 8,9} —

~

Separados por uma virgula Assm, se ay,ay.--,8y,a,,3_,,8_3,...,580
algarismos quaisguer, um numero red positivo representado nosistema decimal
temaforma ayay_ay_,..-&38,,a,43_,a_;5..., (1)

onde a, >0. Ness representacd, & esquerda da virgula temos smpre um

ndmero finito de algarismos, paém a direita podemos ter uma infinidade de
algarismos. Por exemplo, 783,523 representa 0 himero oktido como resultado
da expresséo

7x10% +8x10" +3x10° +5x107" +2x107 +3x107° +1x10™. 2

Por outro lado, a fraci 154 tem representacid dedmal 0, 1545454... com uma
999

infinidade de algarismos a direita. Essa representacé® se traduz como resultado ce
uma expressdo com infinitas parcelas

1x10™" +5%107% +4x10° +5x10™ +4x10° +5x107° +... (3)
Essa expressio significa exatamente que se quisermos aproximar 194 no sistema
999

dedmal com “precisio de 8 casas decimais, por exemplo, devemos tomar como
aproximaga o nimero 0,1545455 que éresultado da expressio

1x10™" +5%107% +4x107° +5x10™ +4x10° +5x107°
+4x107 +5x10°%, (4)
Claro, ontmero 0, 1545451... é o que chamamos de uma dizima periddica e por

IS pock ser obtido como umafragd 154,
999

0 QUE ACONTECE NO CASO DE UMA DiZIMA NAO-PERIODICA?

Neste ca&0, assim como no periédico, temos uma infinidade de algarismos a
direita da virgula eassm sb ncs € possivel escrever a representacéo decimal até
uma ceta caa decimal, paém, dferentemente do que acontece no caso
periodico, B0 ha repeticdo indefinidamente de um determinado grupo
algarismos e, assim, 0 nimero em questdo ndo pade ser obtido como uma fragdo
P come e qdiferente de 0. Os numeros que podem ser obtidos como fragdes sio
q

chamados racionais; 0s que ndo padem ser ohtidos como fragfes s8o chamados
irracionais.



2. POR QUE PRECISAMOS DOS NUMEROS IRRACIONAIS?

Responderemos esta pregunta dravés de um exemplo. Euclides provou e o
ndmero pasitivo cujo quadrado é 2, isto é 0 nimero pasitivo X que satisfaz a
equacio x* =2, (5)
nao é raciona. Euclides argumentou da seguinte forma: Suponhamos que o
numero x satisfazendo (5) sga raciond. Entéo existem inteiros positivos p e q,

2
primos entre si, tais que % =2 ousga p® =29°. (6)

Portanto p® é par e p também é par; p pock ser escrito naformap = 2k. Assm,

(2k)* =29% = 2k*=q°[ 7
Pela mesma razéo gue acabamos de expor, concluimos que g também deve ser
par. Mas isto nos leva auma ontradicd poisp e q sdo primos entre s por

hipétese! Assm, a supcsicdo de que x=P nos leva auma ontradicéo e,

portanto, deve ser descartada, considerada falsa.

Chegamos & conclusdo que \/E que é @mo representamos 0 NUMero pasitivo
cujo quadrado € 2, éumnumeroirracional!!

3. COMO OBTER APROXIMACOES RACIONAIS PARA \/E

Podemos obter aproximagdes cada vez melhores de \/E (0 nimero x que satisfaz
(5)) através do seguinte procedimento que éum caso particular de um esgquema

inventado por Newton conhecido como método de Newton. (Com base nesse
método poemos programar as maguinas de alcular para prodwzirem

aproximagdes de \/E t80 precisas quanto o avango da detrbnica nos permitir).
primeiro “chutamos’ um ndmero X, COMO uma primeira groximacé de x que

nos parega razoavel; por exemplo, X, =1. Em seguida observamos que
2

X% = X5 = (X X)) (X X5) 2% (X = X,),
onde o simbalo Osignifica “é aproximadamenteigual a”. Assim,
X% =X 02X, (X = X,),
e, patanto, dividindo a*“ equacéo aproximada” por 2X, e aranjando ¢ termos,
obtemos



2 2

X"~ Xo

2X,

x

+ X, )]

substituindo x* = 2e x, =1em (8), obtemos
x02te1=3
2 2

Assm temos uma segunda groximaga®d x, :% Encontramos também X, :

,-9

x, O 34+§@ X, D—%D%+g@ X, Dl—zl+§a x? D%- Da mesma

forma, podemos obter uma quarta groximaca X,, fazendo
_X-xg,_2-(17/19° 17 _288-289 17 _ 288-289+2x289_577

“T T 17/6 12 2x12x17 12 2x12x17 408
Assm, x =277 seria a groximagé seguinte: Sua representagdo decimal ¢ a
408
dizimaperiddica x, =1,4142156862748980321568627.9....
periodo

Agora se vocé pegar uma magquina de acular e pedir (através dos devidos

comandaos) que ela alcule \/E vocé obterd, se sua maquina puder exibir 33
digitos (incluindo avirgulaou panto), a expressdo decimal

1,41421362373)9504801688242097.

Horrivel, ndo é?Vocé obtera uma expressso ainda maior se sua maguina puder
exibir mais digitos. Repare como nossas aproximagdes X, X, e X, estdo cada
vez mais préximas desse nimero!

4. 0S NUMEROS RACIONAIS PODEM SER ENUMERADOS

Isto significa que podemos dispor 0s nimeros racionais numa sucesséo da forma
r,r,,r,....,com uma infinidade de dementos. Podemos interpretar este fato
como significando que aquantidade de nimeros racionais, embora sendoinfinita,

€ de uma “ordem de infinitude” equivalente ados nimeros naturais 1, 2, 3....0
argumento para ademonstracdo desse fato € devido a Georg Cantor.



Como todo raciondl tem uma representacdo Unica cmo fracd P com p e g
q

inteiros positivos primos entre si, basta que saibamos enumerar os pares

ordenados (p, g) de naturais primos entre si. A forma de obter essa enumerac®

esta descrita pela figura abaixo:

1.1)->(12) (1.3)->(14) (1,5) > (1,6) ..
2 ¢ 2 VK
@) @b @3 0b @5 O >
A ¢ 7V e
an 62 66 e e
VAR,
@ 9p @3 & 6sH 6o -
VA v e oA
(5.1) (62) (53) (54) (55) (56)
. 2 ¢ 2 v 2
60 6 63 64 65 @8
oA v Va

N\

A enumeracé € ohtida seguindo-se o caminhoindicado pelas flechas, iniciandoa
partir de (1,1), tendo o cuidado de descartar os pares de naturais que ndo sdo
primos entre si, como, pa exemplo, (2,2), (4,2), (3,3) etc.. Com is, teriamos

1 2
:]'l r =_1r:_:21r =
2 2 3 1 4

rn= =3, re = ,etC.

Rl
Flw
Wl

5. REPRESENTACAO DECIMAL DOS RACIONAIS

Ha pouco dissemos que ndo era possivel pdr uma dizima ndo periddica an forma

de fraggo P com p e g naturais primos entre si. Vamos dar uma explicago para
q

este fato. Fixemos um natura g. Quando dividimos um nimero qualquer N > g

pelo nimero g. Obtemos como resto dadivisdo um elemento doconjunto (finito)

{0, 1, 2,....d— 1}. Tomemos como exemplo g =7 e N = 17; ness ca0 0s restos

possivels pertencem ao conjunto {0, 1,2, 3,4, 5, 6. Agora vamos recrdar o

algoritmo da divisdo com ess exemplo espedfico:



O que aontece €que os restos posdveis sdo elementos do conjunto finito de g
elementos {0, 1,...,q — I} (no exemplo acima q = 7). Assim, em no maximo q
iteragdes do algoritmo ouacabamos repetindo um elemento doconjunto de restos
possivels (no exemplo adma o primeiro a se repetir foi 0 3), ouo 0 ocorre MO
resto e o processo termina. No primeiro caso, a partir dai passamos a repetir os
restos ocorridos anteriormente na mesma ordem (3, 2, 6, 4, 5, 1,no exemplo
adma). As casas decimais no quociente por sua vez também se repetem o
obtemos entdo uma dizima periddica. No segundo caso, dotemos smplesmente
um numero finito de casas decimais.

6. REPRESENTACAO DECIMAL DOS IRRACIONAIS

Todo numero irracional positivo posali uma representac@® decimal Unica por
meio de uma dizima ndo periddica. Para smplificar vamos nos restringir aos
ndmeros entre 0 e 1. JA sabemos que um numero cuja representacdo decimal
posaii uma quantidade finita de casas decimais pertence ao conjunto dcs
racionais. Da mesma forma grendemos que um ndmero cuja representacd
dedmal € uma dizima periodica étambém um ndmero racional. Por outro lado,
vimos no item anterior que as representacbes decimais de um radona sdo
necessariamente de um dos dois tipos: ou passuem uma quantidade finita de caas
dedmais, ou “terminam” em uma dizima periddica Logo, uma representacéo
dedmal paraum numero irracional tem necessariamente que ser uma dizima néo-
periddica. Afirmamos que essarepresentacdo € Unica. Repare que iSO ndo ocorre
em geral com os radonais. Por exemplo, 0, 21e 0, 2099... representam o
mesmo radonal 21 . Suponramos que um irracional x entre 0 e 1 possua duas
100
representacdes decimais distintas:



x=0,a,a,a...., (10)
x=0,b_b_b_,..., (12)
Se essas representagbes S0 distintas certamente existe um p O N tal que
a, =b,,paa k=0,.,p-1e a,?# b_p. Para fixar idéias vamos assumir

entéoque a_, =b_, +1 epor (10) e (11)
x=0,a,a,..a_,, (12)
x<0,a,a,..b.,999..=0,a,a,...00_, +1), (13)
jaqueb_, =a,, sek=0,...,p—1eb_, ésempremenor ouigua a9. Mas (12)

e(13) implicanque a_, =b_, +1e x=0,a,a,..a_,.
Porém nese cao x é raciona e thegamos a uma antradicdo! Chegariamos a

uma ontradicdo semelhante também se tivésemos assumido b_p >a.,,

argumentando ca mesma forma genas trocando s papéis dos a_, e b_,. A
contridicdo tem origem no fato de termos supcsto gue havia duas representacdes
dedmais distintas para 0 mesmo irracional x. Logo essa possbili dade tem que ser
descartada, considerada falsa, e assim concluimos que todo irracional possui uma
representagé decima Unica mwmo dizima ndo-periddica

7. 0S IRRACIONAIS NAO PODEM SER ENUMERADOS

Isto significa que ndo podemos dispor 0s hUmeros irradonais numa sucessao
S;S,,S;,..., mesmo admitindo uma infinidade de elementos. Quer dizer,
diferentemente dos racionais, a “ordem de infinitude” da quantidade dos nimeros
irracionais é maior que a dos nimeros naturais. Concluimos dai que existem
muito mais ndmerosirracionais do gueracionais!

Vamos tentar justificar nossa dirmacd® sobre a ndo-enumerabilidade dos
irracionais. O argumento é uma alaptac@® de uma idéia também devida aG.
Cantor. Suporhamos que fosse possivel dispor 0s irracionais numa sucessao

S.,S,,S;,...,. Basta considerarmos apenas os irracionais entre 0 e 1. Criamos um

ndmero irraciona x, também entre O e 1, através de uma representacé® dedmal
(portanto, uma dizima ndo periddica) da seguinte forma. O nimero x tem

representacdo decimal dada por X =0, X_;X_,X_;... once X_, € escolhido dentro
doconjunto {0, 1,..., 9} demodo qe x_, é diferente de (s,)_, onde este lltimo

€ 0 agarismo que garecena casa dedmal de ordem p doirraciona s, (p-ésima



elemento da sucessdo sl,sz,..sp,...). A escolhade cala Xptambém deve aender
a ondicdo de ndo permitir que nenhum grupo dce algarismos dentre os ja
escolhidos X_, X_gseesX_(pgy POSSRSETOMNAr O gerador de uma dizima periédica

Desta forma obtemos uma dizima ndo periddica representando um Unico
irracional que, no entanto, ndo pode wnstar na lista s;,S,,S;,...,. De fato, se

X =8s,,para dgum r ON, entdo como X_, # (S,)_, terfamos um absurdo (uma
contradicéo)!.

8. ESTUDO SUPLEMENTAR: O IRRACIONAL TT

O numero té definido como sendoa &eali mitada por um circulo deraio 1. Ele é
certamente o irracional transcendente mais conhecido. A expressao transcendente
significa neste contexto, um nudmero irracional que ndo é raiz de nenhuma
equacdo polinomial com coeficientes inteiros. Por exemplo, os irracionais
\/§,1+\/§ ndo sdo transcendentes pois S0 raizes das equacOes polinomiais
x? =2,x* =2x—-2=0, respectivamente. Neste (ltimo caso dizemos que 0s
numeros 0 algébricos. A demonstracd de que 1T € um nUmero irracional,
apesar de ndo ser trivia, pock ser feita usandose genas o cdculo dferencial
elementar que éensinado no primeiro periodo dos cursos de ciéncias exatas. A
primeira demonstrac® de que 1t é irraciondl s foi obtida en 1766 pao J. H.
Lambert, de forma ndo completamente rigorosa, tendo sido finalmente (re)obtida
de modorigoroso pelo famoso matemético A. M. Legendre e puldicada en 1855.
A provade que Tt é transcendente émuito mais complexa eso foi obtida en 1882
por F. Lindermann.
O fabuloso matemdtica grego Arquimedes foi o primeiro a obter uma
aproximaga razoavel de Ttpor numeros racionais. Ele provou gie

10 1

3+—<mT<3+=,

71 7
usando das paligonacs regulares de 96 lados, um inscrito e outro circunscrito a
um circulo deraio 1.
Podemos obter aproximagdes cada vez melhores de 1, com o auxilio de uma
maquina de calcular bastante rudimentar, capaz apenas de fazer as operactes
basicas (+, —, [) e mais aoperagép de extrair raiz quadrada, da seguinte forma. A
idéia éaproximarmos o circulo de raio 1 por poligonas regulares de 2" lados
inscritos neste circulo. Primeiramente, é fécil verificar que para a aea e o

perimetro do wligonoregular de 2" lados inscritos num circulo de raio 1temos



Area= %Perimetro x+/4-12%,

once| é o comprimento dolado dopdigono.Como | se groxima mais e mais de
0 amedida que n cresce, vemos que para o circulo deraio 1 devemos ter (fazendo
| =0 naférmula aima)
Area= 1 Perimetro
4
Assm, pocemos também definir 1 como sendo a metade do perimetro docirculo
de raio 1. Por outro lado, usando oteorema de Pitagoras que diz que en um
tridngulo reténgulo o quadrado da hipotenusa € asoma dos quadrados dos catetos,

se |, denota o comprimento dolado do mligono regular de 2" lados, é f&cil

mostrar que
L =4/2-4/4-172. (14)

Paran = 2 temos 0 pdigonoregular de 4 lados, quadrado, inscrito nocirculo de
raio 1, cujo lado, facilmente obtido usando-se 0 teorema de Pitagoras, é

I, =+/2.

Por meio de (14) obtemos sucessivamente

l,=v2-42,
=222,
=222 2,
(=2 2e 2oz vz,
I, :\/2—\/2+\/2+m,

ly =\/2—\/2+\/2+\/2+\/2+m ,

Para obter uma boa groximacé@® de 1 cdculemos, pa exemplo, o vaor da
metade do perimetro do ligonode 2° = 256 lados, inscrito nocirculo de raio
1, cujo lado tem comprimento igual a |;. Podemos obter um valor aproximado

para |5 executandoa seguinte seqiiéncia de operagdes numa cdculadora



2sgrt+2=sgrt+ 2 =sqrt + 2 = sort
+2=gsgrt+2=sqrt +/—+2=90rt,
e obtemos
lg=0.024%13076514398%215886523920064.

Agora, multiplicaremos o resultado obtido para |, par 256, que é o nimero de
lados da poligonoem questdo, e an seguida dividimos por 2 0 gque nos da

m=3.1415180114401076285150G945682
o gue forneceuma groximacga com erro menor que 0, 00 jaque ésabido gque

3, 1415< 1< 3, 1416.

Consideracoes finais: Exceto pelas duas Ultimas seqdes, o texto acima foi
elaborado a partir de um “pedido’ de minhafilha, Marina, atualmente na 8a. série
do pimeiro grau, urgida por um trabalho de casa en grupo mssdo por sua
professora. O referido trabalho, felizmente, resultou bastante diferente do que foi
exposto acima, que acabou servindo apenas como uma aitre varias referéncias
usadas pelo grupo. No entanto, as 7 primeiras s¢des foram bem compreendidas
por ela e seu grupo; as duas Ultimas foram escritas depois que o prazo para a
entrega do trabalho havia esgotado e, portanto, néo chegaram a ser “testadas’.
Para concluir gostaria de deixar agui meus agradecimentos ao estimado professor
e mlega Elon Lages Lima pelas sugestdes obre uma versdo preliminar destas
notas.

EXERCICIOS:

1) Usando o0 mesmo argumento de Euclides descrito em 2. prove que
\/5\/5 eﬁ s3o irracionas.

2) Usando o método ¢ Newton, descrito em 3, oltenha goroximagbes
correspondentes ao X, do texto para os irracionais \/§\/§\/7 e ompare

com o resultado fornecido pela méguina de clcular.

3) Pesguise sobre avida e a obra dos grandes mateméticos mencionados no
texto: Arquimedes, Pitagaras, Euclides, |saac Newton e Georg Cantor.

4) Prove aférmula(14).



